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Egész szdmok

Az intmax utasitas, a legnagyobb dbrizolhaté pozitiv egész
meghatarozasa

intmax

ans =

int32
2147483647
2147483647+1
ans =
2.1475e+09
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Lebegbpontos szamok

Nem nulla lebegépontos szamok alakja

m m m s e
+a* (—1 + —22 + .- —t) , ahol k a karakterisztika és
a a at
(m1, ..., m:) a mantissza.
Tarolasa:
[+, k, my, ..., m], 1<m<a-1, 0<m<a-1,i=2,...,t

Ha k_y < k < k¢4, akkor a legnagyobb abrizolhaté szam
(=) (+)

_1 -1 -1
Moo — ak(Jr) (a p _|_ aa2 ++ aat ) :ak(+)(1—a_t).

A legkisebb dbrdzolhaté szam —M,. A nulldhoz legkozelebbi
lebegépontos szam: g9 = ak-)~1 Gépi epszilon: e; = a'~*, ahol az 1
utan kovetkez6 dbrazolhatd szam 1 + ¢;.
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LebegOpontos szamitas, kerekités

A bemend adat kerekitése

Legyen |x| < My, és a hozzarendelt lebegbpontos szam X, ekkor

g 0, ha |x| < eo,
az x-hez legkozelebbi lebegbpontos szdm, ha gp < |x| < My

Kerekitési hiba

. €0, ha |x| < &o,
Ix — %] <9,
s€1lx|,  haego < |x] < M.

Ha levagassal kerekit a gép, azaz a nulla felé es6 legkozelebbi
lebegbpontos szam lesz X, akkor %al helyett a hiba ¢;.
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LebegOpontos szamitas, kerekités

Miiveletek eredményének kerekitése:

Példa

Legyen a =10, t =3, k- = —3, ky = 3. Ekkor e; = 0.01. Adjuk 0Ossze
x = 3.45-ot y = 0.567-del. A karakterisztikdk (k; =1, kp = 0)
kilonbozoek, ezért k; — ko = 1 szamjeggyel jobbra kell csisztatni a
mantisszat.Ekkor az dsszeadds menete a kovetkezo:

345

567

345
0567
4017

++ +H+ +
e k= N

i+ I+

Mivel t = 3, ezért nincs hely a végeredmény taroldsara. Ha szabdlyosan
kerekitiink, akkor az eredmény lesz, ami hibds. A hibara
érvényes a kovetkezd becslés:

1 1
|[pontos — numerikus| = 0.003 = ¢; % 0.3 = 5c1 x0.6 < €1 * |pontos|
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LebegOpontos szamitas, kerekités

A fenti becslés dltaldban is igaz szabdlyos kerekités esetén. Hasonléan
beldthatd, hogy levagasnal az %—es szorzbt el kell hagyni. Altaldban, ha ¢
jeldli a +, —, x, / négy alapmiivelet valamelyikét, ¢, pedig a

szamolasndl keletkezé abszolat hibat, akkor

1 levagas esetén
les] €19 ] o .
5 szabdlyos kerekités esetén.

Fontos megjegyzés

A fenti Gsszefiiggés alulcsordulds (az eredmény abszoldt értékben kisebb,
mint gg) és tulcsordulds (az eredmény abszoldt értékben nagyobb, mint
M) esetén nem érvényes.

Az abszolit hiba mértéke a bemené adat nagysagrendje nélkul félrevezetd
lehet, ezért e mellett hasznaljuk a hiba mérésére a relativ hibat is:

pontos — numerikus zZ—z

pontos

z
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Hibaterjedés

Osszeadas

n+ 1 darab szdm (xo, ..., X,) Osszeaddsanal a k. részletsszeghez (Sy)
adjuk a k + 1. szamot, majd levagassal kerekitlink. Ekkor az els6
részletosszeg:

S = X;:-/Xl = (x0+x1)(1 +e01) = S1 +€0151, ahol |eg1| < e1.

Hasonléan szamolva, figyelembe véve, hogy az aktudlis hiba mindig
kisebb vagy egyenl6, mint a gépi epszilon, azt kapjuk, hogy

[Sn = Sal < ex(nbxol + nbal + (1 = 1| + - + 2]xp-a] + [xa])-

igy érdemes a legkisebb abszollt értékii taggal kezdeni az osszeadast,
mert annak a legnagyobb a hibatag-szorzéja. A relativ hibdra az aldbbi
becslést kapjuk:

S, — S,

n

< ney azaz, ne; > 1 esetén nem megbizhatd az eredmény.
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Hibaterjedés

Szorzas
Az el6bbiekhez hasonldan a szorzas relativ hibajara a

n n

< neq.
P, |~ 1!

A hiba elfogadhatd, ha

ney < )

1
a+§

ahol a a szdmdbrazolas alapja.
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Linearis egyenletrendszerek, kondiciédszam

Matrixok normaja
Legyen A € M, xn, ekkor a

n n

Al = mjaxz il Al = max ) |aj|

i=1 j=1

mennyiségeket egy normanak illetve végtelen normanak nevezziik. A
kiszamitads mddja miatt oszloposszeg illetve sorosszeg normanak is
szoktdk nevezni Oket.

Legyen A regularis matrix, b nem nulla vektor. Tekintsiik az Ax = b
linedris egyenletrendszert. Tegylik fel, hogy a b vektor hibds, és az elébbi
helyett az Ax = b + db rendszert oldjuk meg, ekkor x helyett x 4+ dx
megoldast kapjuk, amelynek relativ hibdjara beldthaté a kovetkezo

becslés:
H5X||

Az ||A| - ||A~Y]| mennyiséget az A matrix kondiciészamanak nevezziik.

[16b]|

<Al 1A= -
bl
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Linearis egyenletrendszerek, kondiciédszam

Kondiciészdm tulajdonsagai
@ A kondiciészam fiigg a normatdl.
@ A kondiciészam nagyobb vagy egyenld, mint egy.

© Ha a kondiciészam nagyobb vagy egyenld, mint é akkor a
megoldds hibdja elfogadhatatlanul nagy lehet. Ekkor a matrixot
rosszul kondicionaltnak nevezziik.

Ha a matrix hibas, akkor a megoldas relativ hibajara a

[6A]]
1Al

ahol k=< [[A] - |A~] -

becslés adédik.
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Legkisebb négyzetes kozelités

Linedris eset

Adott m darab pont a sikon (t1, 1), ... (tm, fm). Keressiik azt az egyenes,
amely " jol" illeszkedik a megadott pontokra.ltt a jél azt jelenti, hogy az
eltérés négyzetesen minimalis. Keresendd F(t) = a+ bt dgy, hogy a

m m

Z(F(ti) - f:)2 = Z(a+ bt; — f:)2

i=1 i=1

négyzetes eltérés minimalis legyen.Ez a kovetkez6 linearis
egyenletrendszer megolddsdhoz vezet

m 27;1 ti| |a Zil fi
ZT:I ti 27;1 ti2 b 277:1 tif;

A rendszer kibSvitett matrixa (AT A|ATf) alakba irhaté, ahol

S S R (R
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Legkisebb négyzetes kozelités

Altaldnos eset

Legyen adott egy n elemii fliggvényrendszer o1, ..., ¢,. Keressiik azokat
az xi, ..., x, paramétereket melyre a > (F(t;) — f;)? eltérés minimAlis,
ahol F(t) = x1¢1(t) + - - - + xnon(t).Részletesen kiirva a kdvetkezd
optimalizalasi feladatot kell megoldani:

min {Z <Z xjpi(t) — f,-) }

i=1 \j=1

A linearis esethez hasonléan ez a kovetkez6 linedris egyenlet
megolddsdhoz vezet:

e1(t1) - @1(%)] [901(1‘1) @n(tl)] [Xll rl(tl) %Ol(fm)] [ﬁ]
‘Pn(-fl) <Pn(.tm) Sol(.tm) ¢n<tm) X.n ‘Pnttl) ‘Pn(-tm) fl.n

N——
AT A AT f
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Legkisebb négyzetes kozelités

Az el6z6 jelolésekkel adodd
ATAx = ATf
egyenletet Gauss-féle normal-egyenletnek nevezziik.

Megjegyzés

A Gauss-féle normal-egyenletnek mindig van megolddsa, amely
egyértelmii is, ha A oszlopai linedrisan fliggetlenek.

Ha linedrisan fiiggdk, akkor a modell tul bonyolult, vagy el kell hagynunk
A oszlopaibdl, vagy novelni kell a sorok szamat, hogy a fliggbséget
megsziintessiik.
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Lagrange-interpolacid

Jeldlje P, a legfeljebb n-edfoki valés polinomok halmazét, azaz p € P,
pontosan akkor, ha p: R — R és

p(x) = ao + aix1 + - + anx”,
ahol 3; ¢ R, i=1,...,n adottak.

Alapprobléma

Legyenek X, ..., Xp, fo, ..., f, adott valés szamok dgy, hogy x; # x;, ha
i # j. Keressiik azt a p € P, polinomot, amelyre

p(x;) = f;, i=0,...,n

teljesdil.
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Lagrange-interpolacid

Az .
X — X;
?i(x):= !
) =112

i#j

polinomot j. Lagrange-féle alappolinomnak nevezziik.

A Lagrange-féle interpolaciés probléma megoldasa

A fenti jelolések mellett a

Zn(x) = ) _1iEi(x)

j=0

polinom teljesiti az alapproblémadban kirétt feltételeket.

Tétel
Az elébbi feltételek mellett &£, egyértelmii.
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Interpolacié

Newton-féle rekurzid

Az el6ébbi jelolések mellett legyen ¥y az a k-adfokd 0 < k < n polinom,
amely interpollja az {x;, f;}%_, adatokat. Ekkor % = 4. Legyen

Mo(x) = M(x0) := bo = 1.
Keressiik ezutan J;(x) = Ap(x) + b1 (x — xo)-t.
h—fo

X1 — Xo

(x — x0)-

A k. |épésben

./Vk(X) :‘/V/<,1(X)-i-bk(.dk(x)7 k=1,...

alakban keressiik a polinomot, ahol

k—1

wo(x) =1, wk:H(x—xj), k=1,...

Jj=0

, h




Interpolacié

Newton-féle rekurzid

igy az a keresett polinom

Ma(x) = Z biw;(x)
i=0

A Newton-féle rekurzié egyutthatdinak kiszamitdsa

k k k k
_ k
M) = Zulx _;ﬁ: Xi X;f']l_[x,—xj &)
J#i J

ahol Q(x) foka szigordan kisebb, mint k, igy

k k
bk—Zf,H =: [x0, ..., xk]f-

i=0 j=0 Xi =%

1
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Interpolacié

A [Xo,..

., x¢]f kifejezést az f fliggvény xo, ..., xx pontokra tdmaszkodd

k-ad rendii osztott differenciajanak nevezziik. Konnyen ldthatd, hogy

0 < m< k < nesetén

[Xm, - -

.,Xk]f _ [Xerlv"'»Xk]f_ [Xm;n.,kal]f'

Xk — Xm

A fenti képletet felhasznalva

X0

X1

X2

Xn—1

Xn

[Xo] f
[Xl] f

[Xz] f

[n1]f

[xa]f

N

/‘
pN
/
pN
/

[xo, xa]f N\
[xi,%]f

[xo0,x1,x]f

[x0, - -y Xn]f
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Interpoldcid, Lagrange-interpoldcié hibaja

Tétel

Tegyiik fel, hogy f n + 1-szer folytonosan differencidlhaté az
[a, b], a := xo, b := x,, intervallumon. Ekkor tetszéleges x € [a, b] esetén
létezik olyan &(x) € [a, b], hogy

(n+1) (£(x
f(x) — Zn(x) = Wu}n(x),

Kovetkezmény

Az el6z6 feltételek mellett, ha még max,c[a 4] |f ("+1)(x)| < Mp1is
teljestil, akkor

Mn 1
[f(x) = Za(x)| < (n;l)llwn(X)l, x € [a, b].

Burai Pél Eléadas kovet6 félidk



Interpolacié, Hermite-féle interpolacié

Keressuk azt a # polinomot, amelyre

xY(x;) = f; i=0,....,n, j=0,....,m—1,

*
ahol x;-k és fj-k adott valés szamok, m;-k adott természetes szamok, és
) jeloli # j. derivaltjat.

Tétel

Legyen m:= "7, m;, ekkor a Hermite-féle interpoldcids feladatnak a
kordbbi feltételek mellett egyértelmiien létezik megolddsa P,,_1-ben.

A Hermite-féle interpolacids polinom egyutthatdinak
kiszamitasa differencia sémaval
A differenciasémaban minden alappontot m;-szer szerepeltetiink, és f;;-et

irunk oda, ahol 0/0 alaku kifejezés adédna, majd %f;'g—t a masodrendii
differencidkndl a 0/0 alaki kifejezések helyére, stb.
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Interpolacié, Szakaszonként polinomialis interpolacid

Alapprobléma

A korabbi modellekben a kozelité polinom a végpontokban hektikusan
viselkedhet, ezért érdemes minden szakaszon kiilon-kiilon interpolalni.
Ekkor tigyelni kell arra, hogy a modellek csatlakozzanak az
osztépontokban.

Szakaszonként linedris approximacié

Ekkor az adatokat egy torott vonallal kotjuk ossze. Ekkor az i.
intervallumon a szakaszonként linedris fliggvény alakja:

(fis1— 1)

i(x)=fi+
90() (Xi+1_Xi)

(x —x1), x€l[xi,xit1], i=1,...,n

Magasabb rendii interpolacié érdekében ismerniink kell az adott pontban
valamilyen rendig a derivaltakat is. Masik lehetGség, ha az egész
intervallumon egyszerre készitjuk el az interpolaciét egy el6re megadott
rendben.
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Numerikus integralds, Egy intervallumra tdmaszkodé
kvadraturaképletek

Legyen adott egy [xo, x1] nem elfajulé intervallum és ezen egy Riemann
integralhaté figgvény f: [xo, x1] — R.

Kozéppont szabdly (érintd szabaly)

/:1 f(x)dx ~ (x1 — x0)f (Xo ‘;X1> — hf(my).

Trapéz-formula

/X1 F(x) dx ~ @ (F(x0) + F(x1)) = % (F(x0) + F(x1)).

0

Simpson-formula

/ Flx)dx ~ 2 - %) (00) + 4 (222 4 7)) =

B (o) + 4F (1) + ().
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Numerikus integralds

Kvadratira képlet altaldaban

Legyen adott egy [a, b] nem elfajulé intervallum és ezen egy Riemann
integralhatd fiiggvény f: [a, b] — R, ekkor az integrdl kozelitésére
szolgdlé éltalanos kvadratira képlet a kovetkezo:

b n
/ f(x)dx%Za;f(x,-),
a i=0

ahol a;-k adott sulyok.

Ilyen kvadratira képletet kaphatunk példaul, ha a Lagrange polinomot
integraljuk, és ezt haszndljuk kozelitésként. Két alappont esetén a
Trapéz-formulat kapjuk. Altalaban:

/a f(x)dxw/a 3,,(X)dx:§f(xi)/a £,(x) dx.

Ekvidisztans alappontok esetén az igy kapott kvadratdra képleteket
Newton-Cotes formulaknak nevezziik.
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Numerikus integralds

A Newton-Cotes képletek hibaja

b A (¢(x))
/a an(x) dx S

b
LUM—%MMX—

M, b M, .
oy [ e a2 oo
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Nemlinedris egyenletek, Felezé mddszer

Tegyiik fel, hogy az f: [a, b] — R folytonos fiiggvényre f(a)f(b) < 0,
azaz az intervallum végpontjaiban a fuggvényértékek kiilonbozé eldjeliiek.
Ekkor a Bolzano-tétel miatt (minden folytonos fiiggvény
Darboux-tulajdonséag) létezik olyan x €]a, b[, hogy

f(%) = 0.

Elméleti algoritmus

Kezd&értékek: xo := a, yo :=a, mp := 230, k:=0.

e Ha f(my) = 0, akkor vége, egyébként a masodik Iépés.
@ Ha f(xk)f(mi) < 0, akkor xki+1 := Xk és yk+1 := my, egyébként
Xk4+1 ‘= My €S yri1 := Yk, k := k + 1. Elso 1épés.

A gyakorlatban a végtelen iterdcidszdm elkertilése végett meg lehet adni a
végrehajtandé iterdcidk maximalis szdmat, valamint érdemes f(x) =0
helyett |xx — yk| < e feltételt alkalmazni. Ez utébbi esetben a
megengedett hibat (e-t) is definidlni kell a ciklus végrehajtisa elétt, és a
ledllasi feltételt "Ha |xx — yik| < &, akkor vége”-re kell cserélni.
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Nemlinedris egyenletek, Banach-féle iteracio

Legyen T: [a, b] — [a, b] olyan, hogy

ITx)=TW) <gqglx—yl,  xy€lab]

valamely 0 < g < 1 konstanssal. Ekkor azt mondjuk, hogy T
g-kontrakcid.

Allités (Banach)
Az el6bbi feltételek mellett létezik pontosan egy olyan X € [a, b], hogy
T(x) = x.

Tovabba, tetszbleges x € [a, b] esetén az xg = x, xk+1 = T (x) iterdcio
konvergens, és

lim Xk = X.
k—o0

Az fenti tulajdonsagu X pontot T fixpontjdnak nevezziik. Ekkor az

f: [a, b] — R fiiggvény zérushelye helyett a T(x) = x — wf(x) fliggvény
fixpontjat is kereshetjiik, amennyiben |étezik olyan w paraméter, amelyre
az el6bb definidlt T kontrakcié lesz.
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Nemlinearis egyenletek

Newton iteracié

_ f(xx)
Xk41 = Xk — Flx)

A felezé médszer és a Banach iterdcié globalisan konvergensek.

o A felez6 médszer és a Banach iterdcié nem sima fliggvények esetén
is alkalmazhaté.

o A felezé médszer és a Banach iterdcié konvergencidja lassibb, mint
a Newton iterdcidé.

@ A Newton iteracié konvergencidjdhoz altalaban egy olyan xp-ra van
sziikség, amely "elég kozel" van a gyokhoz.

@ Ha a Newton iterdcié konvergens, akkor a konvergencia gyorsabb,
mint a Banach iterdcid esetében, a helyes szamjegyek minden
|épésben duplazédhatnak.

@ Az Newton iteracié felirdsahoz sziikséges a fliggvény

differencidlhatdsaga, a konvergencia biztositdsahoz pedig kétszeres

folytonos differencidlhatdsaga.
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Feladatok

o Kozelitsiik a v/2 értékét mindhdrom mddszerrel!

o Kozelitsiik az e = 3x egyenlet gyokét mindhdrom mdédszerrel a
[0, 1] intervallumon!

Staciondrius pont keresése

Ha egy differencidlhaté fiiggvénynek az X pontban loklis(globalis)
szélsGértéke van, akkor a derivalt ebben a pontban eltiinik. igy az el6ébbi
mddszerek segitségével optimalizalasi feladatok numerikus megoldésara
szolgalé algoritmusokat kaphatunk.

Feladat

Keressiik meg az f(x) = (x — 1)?(x + 1)? fiiggvény staciondrius pontjait.
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